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Diplomová práce se zabývá výpočtovým modelováním ozubení pomocí MKP. Byla 
sestavena metodika kontrolního výpočtu ozubených kol, které nelze kontrolovat 
pouze pomocí normy ČSN 01 4686. Byla provedena analýza vlivu blízkosti 
koncentrátoru napětí na napětí v patě zubu. Ukázalo se, že je možné použít i menší 
tloušťky věnce než doporučuje norma ČSN 01 4686. Hlavní část práce se věnuje 
studiu šíření trhlin u ozubených kol s tenkým věncem. Pomocí T-napětí byl zahrnut 
vliv constraintu a multiaxiality napětí na šíření trhliny. Vypočtené trajektorie 
únavové trhliny byly porovnány s experimentem. Ukázalo se, že uvážení vlivu 
constraintu zpřesňuje stanovení výsledného směru šíření trhliny a v některých 
případech může mít významný vliv na očekávanou dráhu šíření trhliny. 
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This diploma thesis deals with computation modeling of spur gearing using FEM. 
The methodology of checking calculation was suggested for gears which are not 
possible to check only by using standard ČSN 01 4686. The analysis of influence of 
vicinity of stress concentration on stress distribution in tooth root was performed.  
It is possibility to use the gears with thinner rim than the standard ČSN 01 4686 
recommends. The main part of this work is devoted to fatigue crack propagation 
study in gears with thin rim. Aiding T-stress the influence of constraint and stress 
multiaxiality on crack propagation was taking into account. The predicted fatigue 
crack propagation paths were compared with certain experimental data. It is 
demonstrated that the considering of influence of constraint improves estimation of 
consequent crack propagation direction and in some cases the influence of constraint 
can significantly change the estimated crack propagation path. 
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Pokud se zeptáte laika, co si představí pod pojmem strojírenství, obvykle Vám 
odpoví „velké stroje a ozubená kola“. Je tedy pochopitelné, že se ozubení stalo 
symbolem a logem mnoha firem, např. Mezinárodního strojírenského veletrhu 
v Brně. Variabilnost geometrie, výkonu i životnosti předurčuje ozubená kola  
k obrovskému množství aplikací. Ozubená kola se používají v důlním průmyslu, 
kosmickém průmyslu nebo třeba v kuchyni. Velikost ozubených kol v řádech 
několika metrů až do průměrů v řádech několika µm je dnes naprosto běžná. Rozvoj 
strojírenství v posledních letech má stále zvyšující se nároky na životnost, hlučnost  
a vibrace ozubených kol. Nasazením číslicově řízených strojů do sériové i kusové 
výroby ozubených kol se jejich výroba stala efektivnější, přesnější a ekonomičtější.  
Časopis NATURE otiskl článek [1] objasňující funkci záhadného strojku, jehož 
vznik se datuje do roku 80 před Kristem. Jádrem celého strojku je neobyčejně přesně 
vytvořená soustava 37 ručně vyrobených ozubených kol, která měla sloužit ke studiu 
pohybu hvězd a planet. Tento nález dokazuje, že přesná kovová ozubená kola se 
používají již více než 2000 let. 
S příchodem průmyslové revoluce se zvýšila poptávka po kvalitním ozubení 
s dlouhou životností. Začaly vznikat směrnice pro návrh a kontrolu ozubených kol, 
zatím však jen na podnikových úrovních. To však mělo za následek naprosto 
nesourodá ozubení mezi koly z různých podniků. Proto byl vyvinut tlak na 
sjednocení a standardizaci návrhových i výrobních postupů. Z globálního pohledu se 
vyvinuly dva přístupy k návrhu ozubení. Pro země, které přistoupily na standardy 
ISO, platí metrická soustava a ozubené kolo je charakterizováno hodnotou modulu  
a počtem zubů. Odlišný přístup je používán v USA, kde se pro návrh ozubeného kola 
používá hodnota průměrové rozteče a počtu zubů. Toto je hlavní důvod, proč 
nemohou společně v záběru pracovat oba typy ozubených kol. 
Na samém začátku návrhu ozubeného převodu tedy stojí jeho výpočet dle platné 
směrnice. Metodikou návrhu a kontrolního výpočtu čelních evolventních ozubených 
kol se zabývá Česká státní norma (ČSN), která v roce 1988 vydala normu  
ČSN 01 4686 [2]. V této normě je popsán výpočet geometrie ozubení, kontrolní 
výpočet na ohyb a dotyk, zjednodušený kontrolní výpočet na ohyb a dotyk a také 
výpočet životnosti soukolí. Norma prošla dlouholetým vývojem a dá se podle ní 
navrhovat většina ozubených kol. Norma je však zpracována pouze pro ozubená kola 
se standardním profilem zubu a nezohledňuje blízkost koncentrátoru napětí v okolí 
paty zubu a také důkladné posouzení bezpečnosti vzhledem k meznímu stavu lomu 
v patě zubu. Se stále častějším používáním ozubených kol s nestandardním profilem 
zubu zvláště v automobilovém průmyslu se stává norma neúplnou a tudíž je nutno 
hledat prostředky jak tuto mezeru v návrhu vyplnit. Řešením může být nasazení 
numerických metod. Takovou metodou může být například metoda konečných prvků 
(MKP). Pro její univerzálnost je velmi často používána v návrhovém procesu 
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1 PŘEHLED SOUČASNÉHO STAVU POZNÁNÍ 
1.1 Teorie čelních ozubených soukolí 
1.1.1 Ozubené převody 
Ozubeným převodem rozumíme převod mechanické energie z hřídele hnacího na 
hřídel hnaný pomocí tvarového styku ozubených kol. Většinou je tento převod 
spojen se změnou otáček, často i smyslu otáčení. Na obrázku 1.1 je rozdělení 
převodů se zvýrazněným zařazením ozubených převodů. 
Na ozubená kola jsou kladeny následující požadavky: 
 aby rovnoměrný otáčivý pohyb hnacího kola způsoboval rovnoměrný otáčivý 
pohyb hnaného kola 
 tolerované výrobní a montážní úchylky neměly vliv na převodový poměr 
 ztráty způsobené třením a opotřebením musí být co nejmenší 
Uvedené požadavky mají vliv na volbu profilové křivky boku zubu. V praxi se 
používá převážně ozubení s evolventním bokem zubu, ve speciálních aplikacích  
i s cykloidním nebo kruhovým bokem zubu. Evolventa i cykloida vyhovují 
požadavku stálosti převodového poměru. Pouze evolventa však vyhovuje na 
necitlivost k úchylkám od teoretické vzdálenosti os. Nejjednodušší výrobní nástroj je 
pro výrobu evolventního ozubení. Použitím cykloidního boku zubu se zase zmenší 
opotřebení a sníží ztráty třením. Rozdíly v účinnosti a trvanlivosti však nejsou velké 
a vhodnou korekcí evolventního ozubení se tyto nedostatky dají zmírnit. Jelikož je 
rozhodujícím faktorem většinou jednoduchost a nákladnost výroby je proto použití 
evolventního ozubení preferováno před ostatními [3]. 
 
Tato diplomová práce se zabývá čelními soukolími s přímými evolventními zuby, 
proto budou v následujícím textu uvedeny základní pojmy týkající se studované 
problematiky.


















mechanické magnetické pneumatické kombinované
PŘEVODY
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1.1.2 Čelní soukolí s přímými zuby 
Charakteristická entita čelního ozubeného kola je roztečný válec. Pohyb ozubených 
kol lze nahradit čistým valením valivých válců po sobě. Vlastní ozubení je 
ohraničeno hlavovým a patním válcem. Část zubu nacházející se mezi hlavovým 
válcem a roztečným válcem se nazývá hlava zubu, část zubu mezi roztečným  
a patním válcem se nazývá pata zubu. Prostor mezi boky dvou sousedních zubů, 
hlavovým válcem a patním válcem se nazývá zubní mezera, viz. obrázek 1.2. 
Ozubené kolo je sice objekt prostorový, ale při pravoúhlém promítnutí se všechny 
zmíněné válce zobrazí jako kružnice. Proto jsou ve všech následujících výpočtech 
nahrazeny roztečné, patní i hlavové válce za roztečné, patní a hlavové kružnice.  
Mezi základní rozměry ozubeného kola patří rozteč zubů a průměr roztečné kružnice. 
Rozteč je vzdálenost dvou stejnolehlých boků sousedních zubů měřená na roztečné 
kružnici. Vzájemný vztah mezi průměrem roztečné kružnice d ozubeného kola, 
počtem zubů z a roztečí p vyplývá z porovnání obvodu roztečné kružnice, 
vyjádřeného jednou pomocí průměru d, podruhé pomocí rozteče p a počtu zubů z. 
Poměr mezi roztečí p a pi je základní parametr určující velikost ozubení a nazývá se 
modulem ozubení m. Hodnoty modulů ozubení jsou normalizovány. Základní 
rozměry čelního nekorigovaného soukolí s přímými zuby tedy jsou: 
 průměr roztečné kružnice: 
 rozteč: 





d = zm 
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Obr. 1.3 Základní profil ozubení podle ISO 53:1979 [5] 
 teoretická tloušťka zubu a zubové mezery: 
Na základě velikosti modulu m se určují i další rozměry běžného ozubení podle 
principu geometrické podobnosti. Ozubené kolo, které má nekonečný počet zubů  
a jednotkový modul se nazývá základní profil ozubení a je normalizován podle  
ISO 53:1974. Stejný základní profil zubu je používán i v normě ČSN. 
Modul ozubení určuje velikosti následujících parametrů: 
 výšky zubu: 
 výšky hlavy zubu: 
 výšky paty zubu: 
 průměru hlavové kružnice: 




hz = 2,25m 
ha = m 
hf = 1,25m 
da = d + 2ha = zm + 2m = m(z + 2) 
df = d – 2hf = zm – 2×1,25m = m(z – 2,5). 
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1.1.3 Silové poměry v čelním ozubení s přímými zuby 
Hlavním úkolem ozubeného soukolí vedle přenosu rotačního pohybu je i přenášení 
výkonu P. Při úhlových rychlostech kol ω1, ω2 tedy působí na ozubených kolech 
točivé kroutící momenty T1 a T2, viz. obr. 1.4. 
V ideálním ozubení bez tření platí: 
z toho 
kde 
 ω1,2  je úhlová rychlost 
 u je převodové číslo 
 r1,2 jsou poloměry roztečných kružnic 




Ft je obvodová síla na roztečném průměru 
r1 je poloměr roztečné kružnice pastorku 
 
Obr. 1.4 Silové poměry ve valivém bodě [4] 
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Při styku boků zubů ve valivém bodě nedochází k relativnímu skluzu profilu zubů, 
a proto nevzniká ve styku třecí síla. Přenos výkonu je tedy proveden pouze valením.  
Další síly namáhající ozubení: 
normálná síla 
 radiální síla 
Radiální síla Fr, myšleně posunutá do středu kola namáhá společně se sílou Ft hřídel 
na ohyb. Styková síla Fn je v jakémkoli stykovém bodě kolmá na profily zubů. 
Vzhledem k tomu, že působí na konstantním rameni délky rb, je při stálém kroutícím 
momentu neměnná v každém stykovém bodě celé dráhy záběru [3]. 
1.2 Pevnostní výpočet čelních ozubených kol 
Při běhu ozubeného soukolí pod zatížením vznikají v ozubení různé druhy namáhání, 
která mohou vést k poškození ozubení. V zásadě existují dva typy poruch ozubeného 
kola: 
  poškození povrchů zubů (pitting, opotřebení, zadírání, plastická deformace) 
  poškození lomem zubů (únavový lom, jednorázové přetížení) 
Kontrolní výpočty vzhledem k těmto mezním stavům jsou popsány v normě  
ČSN 01 4686 Pevnostní výpočet čelních a kuželových ozubených kol. Jedná se  
o tradiční a léty ověřený způsob pevnostního výpočtu ozubených kol. V evropské 
unii jsou používány i jiné normy, např. DIN 3990 (Deutches Institut für Normung) 
nebo ISO (International Organization for Standardization), které mají velmi 
podobný základ a liší se spíše v detailech. 
 
Pevnostní výpočet čelních ozubených kol podle normy ČSN 01 4686 
Výpočet zubů na dotyk dle ČSN 01 4686 
Pro posouzení únosnosti zubů v dotyku podle uvedené normy se předpokládá 
Hertzovo rozložení tlaku ve valivém bodě. Je-li u čelních soukolí s vnějšími zuby  
a u hřebenových soukolí počet zubů malý (např. menší než 20), nebo jsou-li 
poloměry křivosti boků zubů nepříznivé, je třeba navíc určit Hertzův tlak rovněž při 
jiných fázích záběru zubů (např. při záběru ve vnitřním bodě jednopárového záběru 
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Hertzův tlak při ideálním zatížení zubů σH, tj. bez působení přídavných sil ve 
valivém bodě soukolí, je dán výrazem: 
kde  
ZE je součinitel materiálů (zahrnuje mechanické vlastnosti materiálů 




je součinitel tvaru zubů (zahrnuje tvar spoluzabírajících boků zubů ve 
valivém bodě, tedy vliv poloměrů křivosti a dále přepočet z obvodové síly na 
roztečném válci na normálnou sílu, tečnou k válci základnímu) 
Zε je součinitel součtové délky dotykových křivek boků zubů (zahrnuje vliv 
trvání záběru) 
Zβ  je součinitel vlivu sklonu zubu (zahrnuje tu část vlivu úhlu sklonu zubů, která 
není plně pokryta ostatními součiniteli, tedy např. změnu měrného zatížení 
podél stykové čáry boků zubů) 
Ft  je obvodová síla působící v čelním řezu na roztečné kružnici 
bw
 
je pracovní (aktivní) šířka ozubení 
d1
 
je průměr roztečné kružnice pastorku 
u  je převodové číslo ozubeného převodu 
KA je součinitel vnějších dynamických sil (zahrnuje přídavné dynamické síly 
vyvolané zdroji rázů a kmitání vně ozubení, pokud tyto nejsou zahrnuty do 
souboru zatížení) 
KHv je součinitel vnitřních dynamických sil (zahrnuje přídavné dynamické síly 
vyvolané zdroji rázů a kmitání uvnitř ozubení, např. úchylkami ozubení, 
změnou tuhosti ozubení v průběhu jeho záběru apod.) 
KHβ  je součinitel nerovnoměrnosti zatížení zubů po šířce zubu 
KHα je součinitel podílu zatížení jednotlivých zubů (zahrnuje rozdělení celkového 
zatížení na páry spoluzabírajících zubů) 
 
Výpočet zubů na ohyb dle ČSN 01 4686 
Místní ohybové napětí v nebezpečném průřezu paty zubu je dáno výrazem: 
kde 
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bw je pracovní (aktivní) šířka ozubení 
mn je normálný modul čelního nebo hřebenového ozubení 
KA je součinitel vnějších dynamických sil (zahrnuje přídavné dynamické síly 
vyvolané zdroji rázů a kmitání vně ozubení, pokud tyto nejsou zahrnuty do 
souboru zatížení) 
KFv je součinitel vnitřních dynamických sil (zahrnuje přídavné dynamické síly 
vyvolané zdroji rázů a kmitání uvnitř ozubení, např. úchylkami ozubení, 
změnou tuhosti ozubení v průběhu jeho záběru apod.) 
KFβ  je součinitel nerovnoměrnosti zatížení po šířce zubů 
KFα  je součinitel podílu zatížení jednotlivých zubů (zahrnuje rozdělení celkového 
zatížení na páry spoluzabírajících zubů) 
YFS je součinitel tvaru zubu a koncentrace napětí (respektuje vliv tvaru zubu  
a tvar jeho patního přechodu na velikost lokálního napětí) 
Yβ je součinitel sklonu zubu 
Yε je součinitel vlivu záběru profilu 
 
Norma pro výpočet ozubených kol je výsledkem mnohaleté práce, obrovského 
množství pokusů a zkoušek, které pomohly vytvořit přibližný obrázek o rozdělení 
napětí v ozubení či životností ozubených kol. Veškeré zkoušky ovšem byly 
provedeny na základě nekorigovaných, příp. korigovaných kol se standardním 
evolventním profilem zubu, součinitelem záběru εα < 2 a dostatečné vzdálenosti 
koncentrátoru napětí od paty zubu. Přes veškerý vývoj však tato norma nemůže 
posuzovat ozubená kola, která nevyhovují podmínce standardního profilu zubu, 
blízkosti koncentrátoru napětí, popř. jejich kombinací.  
1.3 Využití metody konečných prvků při pevnostních výpočtech 
čelních ozubených kol 
Metoda konečných prvků (MKP) vznikla v 40. letech 20. století, jako inženýrská 
metoda řešení složitých problémů, které nemůže postihnout analytický výpočet. 
První výpočty byly prováděny pro kosmický a jaderný výzkum. S prudkým vývojem 
výpočetní techniky se zvyšovalo i nasazení MKP, která je dnes nepostradatelná 
v návrhovém procesu složitých součástí. MKP nabízí při pevnostních výpočtech 
výsledky získané jiným přístupem, než jak stanovuje analytický výpočet, popř. 
výpočet dle normy. Této vlastnosti bude využito právě pro vyřešení kompatibility 
mezi normou a výpočtovým modelem.  
Při výpočtech pomocí MKP je potřeba zvolit vhodnou hustotu sítě, která umožní 
získat přesné výsledky a kdy ještě bude výpočtový čas únosný. Za přesný výsledek 
se dá považovat obvykle chyba ±5%.  
O teorii MKP bylo napsáno množství publikací, za všechny je možné uvést např. [8] 
nebo [9] a proto se nebudeme dále touto metodou zabývat.  
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1.3.1 Výpočtový systém 
Pro numerické výpočty pomocí MKP byl zvolen systém ANSYS Multiphysics, ve 
verzi 10.0., dostupný na FSI VUT v Brně. Tento systém patří mezi nejkomplexnější 
konečnoprvkové systémy na trhu a jeho velkou výhodou je možnost plné kontroly 
nad výpočtem. Kromě strukturálních výpočtů zahrnuje také teplotní analýzy, 
akustiku, proudění tekutin aj. U strukturálních výpočtů je možno řešit jak lineární, 
tak i nelineární úlohy (geometrická nelinearita, materiálová nelinearita, kontakt, 
atd.). Systém ANSYS umožňuje vytvářet makra, která v určitých případech výrazně 
snižují časovou náročnost tvorby modelu.  
1.3.2 Základní struktura práce v systému ANSYS 
Pracovní prostředí systému ANSYS je rozděleno do tří základních rovin. 
Preprocessor – slouží k vytvoření (případně importu) geometrického modelu, tvorbě 
geometrického modelu, zadání materiálových charakteristik a typu úlohy 
Solution – zde se aplikují okrajové podmínky na konečnoprvkový model, nastavuje 
typ řešiče a provádí samotné numerické řešení úlohy 
Postprocessor – slouží k vypsání a analýze výsledků, vykreslení průběhu napětí  
a deformací, tvorbě animací a grafů 
Rychlost řešení je závislá na hustotě sítě, typu úlohy a výkonu výpočetní techniky.  
U lineárních výpočtů je doba řešení i přesnost výsledku závislá na hustotě sítě.  
U nelineárních úloh je doba výpočtu několikanásobně delší, protože se provádí 
několik po částech lineárních úloh a může také nastat situace, že výpočet 
nekonverguje. 
1.4 Vývoj na poli výpočtového modelování ozubení 
Využití MKP pro simulování stavů u ozubení, které nejdou postihnout za pomoci 
normy, je v posledních dvou dekádách velmi časté. Práce [10] a [11] porovnávala 
napětí v patě zubu a kontaktní tlak s výpočtovými standardy. Bylo zjištěno, že při 
zanedbání jistých koeficientů jsou tyto přístupy nahraditelné. Bylo prokázáno [12], 
že  snížením tloušťky věnce na jistou mezní tloušťku způsobí paradoxně mírný 
pokles napětí v patě zubu. Teoretický předpoklad, že maximální napětí v patě zubu 
leží v místě patního přechodu jehož tečna svírá s osou zubu úhel 30° byl zkoumán 
v práci [13]. Ukázalo se, že tento úhel se může měnit v závislosti na přesnosti výroby 
a na tloušťce věnce. Velmi přínosné byly práce [14] a [15] týkající se určování 
lomových charakteristik a životnosti ozubení s tenkým věncem. Byla zde sestavena 
mapa geometrických ukazatelů, podle níž se dá rozhodnout o směru šíření únavové 
trhliny. Šířením trhlin z paty zubu se zabývaly také práce  [16] a [17]. 
Dvouparametrová lomová mechanika byla využita při studiu kontaktní únavy při 
elastohydrodynamickém mazání na boku zubu [18] a [19]. Pomocí MKP byly také 
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1.5 Využití principů lomové mechaniky při studiu šíření trhlin u 
ozubených kol 
Jedním z častých mezních stavů vyskytujícím se u ozubení je lom zubu. Tento mezní 
stav se dá označit jako za nejhorší variantu porušení u ozubení. Pokud se u ozubení 
projeví kontaktní únava - pitting, upozorní na tuto skutečnost výrazným zvýšením 
hlučnosti a vibracemi dlouho před skutečnou havárii systému. U lomu zubu je tato 
doba velmi krátká. Ulomením zubu však systém většinou nezablokuje ihned, ale jeho 
chod pokračuje. V tento okamžik se stává ulomený zub nástrojem k destrukci dalších 
zubů, případně dalších pohyblivých komponent. Ulomením zubu se zásadně změní 
rozložení sil na původním ozubeném kole a životnost tohoto kola se značně sníží. 
Dále si je třeba uvědomit, že se často u větších ozubených kol používají i ozubená 
kola s věncem. Tato kola mají nespornou výhodu v úspoře materiálu a tím  
i hmotnosti, která bývá pro některé aplikace rozhodující (letecký průmysl). Otázkou 
však zůstává, jaká je mezní tloušťka, kdy ještě věnec dokáže bezpečně přenášet 
zatížení. Bezpečně přenášet zatížení znamená, že se nebude nadměrně deformovat  
a nebude podléhat šíření únavových trhlin. Pokud by nastal mezní stav lomu, kdy 
únavová trhlina projde přes věnec, je tato varianta ještě horší, než kdyby se "jen" 
ulomil zub. V případě, že se ulomí zub, existuje jistá pravděpodobnost, že systém 
bude nadále pracovat. Jestliže se ale rozlomí celý věnec s ozubením, je jisté, že dojde 
k poruše zařízení. Pokud se tato nehoda stane např. v letadle na důležitém uzlu,  
je jisté, že nastane katastrofa, která může ohrozit lidské životy.  
1.5.1 Hodnocení těles s trhlinou 
Abychom mohli hodnotit chování těles s trhlinou, je třeba znát napjatost v okolí čela 
trhliny. Napjatost v okolí čela trhliny v oblasti lineárně elastické lomové mechaniky 
je popsána Williamsovým rozvojem [21] 
kde 
σij  jsou složky napětí v okolí vrcholu trhliny 
r, θ    jsou polární souřadnice s počátkem ve vrcholu trhliny, viz obrázek 1.5 
Obr. 1.5 Složky napětí a polární souřadnice v okolí vrcholu trhliny [22] 
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A  jsou konstanty Williamsova rozvoje  
fij známé funkce úhlu θ 
První člen Williamsova rozvoje má singularitu typu r-1/2. Konstanta u tohoto členu  
se nazývá součinitel intenzity napětí (SIF) a označuje se KI (II, III) v závislosti  
na uvažovaném módu namáhání. Druhý člen rozvoje je na r nezávislý a v literatuře 
se označuje jako T-napětí [26]. Ostatní členy jsou vzhledem k r regulární. 
Existují tři módy zatěžování trhliny, viz. obr. 1.6. Zatížení od módu I, kde zatěžující 
napětí působí kolmo na líce trhliny, vede k otevírání trhliny. Mód II odpovídá 
smykovému namáhání trhliny. Mód III se týká antisymetrického zatížení. Těleso 
s trhlinou může být zatíženo jakýmkoli z těchto módů nebo kombinací dvou či tří 
módů. 
Součinitel intenzity napětí 
Velikost amplitudy napětí v okolí kořene trhliny vyjadřuje součinitel intenzity napětí. 
Pokud jsou zanedbány vyšší členy Williamsova rozvoje, jsou všechny složky napětí  
i posuvů v okolí kořene trhliny lineárně závislé na K. Pole napětí v okolí kořene 
trhliny u isotropního lineárně elastického materiálu pak může být popsáno jako [22]: 
v závislosti na uvažovaném módu namáhání. V případě smíšeného namáhání  
(tj. v případě kde vystupuje více než jeden mód namáhání), je možné jednotlivé 
módy sčítat [22]: 
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Jednoparametrová lineárně-elastická lomová mechanika 
Jednoparametrová lineárně-elastická mechanika (LELM), jejíž součástí je také  
K-koncepce, využívá k hodnocení těles s trhlinou pouze první (singulární) člen 
Williamsova rozvoje a ostatní členy zanedbává. Pro popis napjatosti v okolí kořene 
trhliny pomocí LELM můžeme pro první mód namáhání použít následující výrazy 
[23]: 
Pokud uvažujeme pouze mód I a úhel θ = 0°, pak složky napětí σxx a σyy jsou shodné 
a složka smykového napětí je rovna nule [23]: 
kde 
KI je součinitel intenzity napětí pro mód I 
r je vzdálenost od vrcholu trhliny 
 
Koncept LELM se velmi dobře osvědčil při řešení mnoha praktických problémů. 
Bylo však prokázáno, že hodnocení těles s trhlinou pomocí LELM není vždy 
dostačující, zejména v případech, kde se vyskytuje velký vliv multiaxiality napětí 
vyvolaný geometrií tělesa nebo komplikovaným zatížením [26]. 
Dvouparametrová lineárně-elastická lomová mechanika 
Dvouparametrová lineárně-elastická lomová mechanika (DLELM) používá 
k hodnocení těles s trhlinou první dva členy Williamsova rozvoje, tedy SIF  
a T-napětí, a ostatní členy zanedbává. T-napětí charakterizuje vliv geometrie tělesa  
a úrovně dosažené deformace na tahové napětí působící na čelo trhliny, a to jako 
důsledek různého stupně multiaxiality. Pomocí T-napětí, případně parametru 
biaxiality je také možné charakterizovat constraint (stísnění) před čelem trhliny.  
Elastické T-napětí odpovídá napětí, které působí rovnoběžně s povrchem trhliny, 
tedy rovnoběžně se složkou napětí σxx. Napěťové pole v okolí vrcholu trhliny pak lze 













































































































































KI  je součinitel intenzity napětí pro mód I 
fi,j(ϕ) je známá funkce polárního úhlu 
δ je Kroneckerovo delta 
 
Z praktických důvodů je vhodné používat pro charakterizování constraintu 
bezrozměrný faktor biaxility B [25]. 
kde  
 T je T-napětí 
 a je hloubka trhliny 
 KI je součinitel intenzity napětí pro mód I 
 
T-napětí může nabývat kladných hodnot (tahové T-napětí) nebo záporných hodnot 
(tlakové T-napětí). Velikost T-napětí se mění se zatížením, geometrií součásti  
a závisí na okrajových podmínkách. 
 
1.5.2 Určení směru šíření trhliny 
Pro určení směru šíření únavové trhliny se nejčastěji používá teorie maximálního 
smykového napětí (MTS). Tato teorie předpokládá, že trhlina se stáčí do místa, kde 
je maximální obvodové napětí a tedy minimální hodnota součinitele intenzity napětí 
pro druhý mód namáhání. Následující směr šíření trhliny lze určit ze vztahu [27]: 
a odtud úhel směru šíření trhliny θ je roven: 
Metoda MTS běžně nezahrnuje vliv T-napětí. Vliv T-napětí zahrnuje modifikované 
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kde 
 KI, KII  jsou součinitele intenzity napětí (SIF) pro I, resp. II mód namáhání 
θ je úhel směru šíření únavové trhliny 
T je T-napětí 
rc je poloměr ovlivněné oblasti 
 
Metody určení T-napětí 
V literatuře existuje několik způsobů, jak určit velikost T-napětí. Všechny dále 
popsané teorie se hodí pro užití s metodou konečných prvků. Jsou to [26]: 
 přímá metoda 
 metoda posunutých uzlových bodů 
 metoda hybridních elementů 
 
Přímá metoda 
Jednou z možností, jak použít přímou metodu ke zjištění T-napětí, je určit rozdíl 
složek napětí σxx a σyy v uzlech umístěných před vrcholem trhliny v tečném směru  
k trhlině.  
Hodnota T-napětí pro r→0 se určí extrapolací, viz obr. 1.7. Přesnost metody je 
závislá na hustotě MKP sítě a na velikosti souřadnice r, pro kterou jsou hodnoty 0 - r 
zanedbávány.  
Obr. 1.7 Princip přímé metody určování T-napětí 
0)( =−= θσσ yyxxT
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Metoda posunutých uzlových bodů 
Princip metody spočívá v posunutí uzlových bodů speciálních trhlinových prvků 
v bezprostředním okolí kořene trhliny do 1/4 délky prvku směrem ke kořeni trhliny, 
viz obrázek 1.8. Tímto postupem se modeluje singularita r-1/2, která odpovídá 
analytickému řešení pro napjatost před čelem trhliny.  
Z posuvů jednotlivých uzlů se pak vypočítá T-napětí. Vztahy pro výpočet T-napětí 
pomocí metody posunutých uzlových bodů [29] mají tvar: 
pro rovinnou napjatost 
pro rovinnou deformaci 
kde  
ub, uc  jsou posuvy jednotlivých uzlových bodů 
E je modul pružnosti v tahu  
µ  je Poissonův poměr 
L  je velikost prvku 
 
Metoda hybridních elementů 
Kořen trhliny je umístěn uvnitř hybridního prvku. Využívá se zde Hellingerova-
Reissnerova principu pro určení T-napětí. Pro popis napjatosti v okolí kořene trhliny 
je použito prvních n členů Williamsova rozvoje (např. 28 členů). Výhodou této 
metody je vysoká přesnost i při relativně hrubé síti. Nevýhodou je ale potřeba 
speciální implementace hybridních elementů do programů MKP. 
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2 FORMULACE A ANALÝZA ŘEŠENÉHO PROBLÉMU 
Ozubená kola jsou prvky systému, která přenášejí a transformují rotační nebo 
translační pohyb, často za vysokých otáček. To sebou nese nároky na přesnost 
výroby a preciznost návrhu. S nástupem číslicově řízených strojů se sice přesnost 
výroby dostala na vysokou úroveň, metodika návrhu ozubení je však stále stejná.  
U ozubení nastávají nejčastěji dva mezní stavy a to mezní stav lomu zubu a mezní 
stav kontaktní únavy. Norma ČSN 01 4686 z roku 1988 popisuje metodiku návrhu  
a kontrolního výpočtu ozubení vzhledem k oběma těmto mezním stavům. Výstupem 
z kontrolního výpočtu je hodnota bezpečnosti vzhledem ke konkrétnímu meznímu 
stavu. Norma ČSN 01 4686 má ale dvě základní omezení - součinitel záběru profilu 
εα  < 2 a vzdálenost koncentrátoru napětí od paty zubu minimálně 3,5×modul. 
V posledních letech se však stále více používají ozubená kola, která tyto podmínky 
nesplňují. Tato kola se vyznačují lepšími záběrovými vlastnostmi, vyšší únosností, 
případně nižší hmotností oproti standardním kolům. Důkladný popis napjatosti 
v místě aktivního zubu je pro tato kola velmi potřebný a jednou z možností jak jej 
získat je využít numerický přístup, například metodu konečných prvků. S pomocí 
této metody se dá studovat i napjatost u ozubených kol, které nevyhovují 




3 VYMEZENÍ CÍLŮ PRÁCE 
Hlavní cíl této práce je doplnit metodiku kontrolního výpočtu ozubených kol za 
pomocí MKP a normy ČSN 01 4686. Dalším cílem je za pomocí dvouparametrové 
lineárně elastické lomové mechaniky zpřesnit popis šíření trhliny v patě zubu. 
Dílčí cíle diplomové práce jsou: 
 vytvořit rovinný (2D) i prostorový (3D) výpočtový model ozubených kol 
s přímými zuby, na nichž se bude studovat napětí v patě zubu a maximální 
kontaktní tlak  
 ověřit kompatibilitu mezi návrhem pomocí normy ČSN 01 4686  
a výpočtovým modelem vytvořeným v konečnoprvkovém systému ANSYS 
10.0 ve verzi Multiphysics 
 zjistit vliv tloušťky paty zubu na velikost tahového napětí na aktivní straně 
zubu 
 zjistit závislost vzdálenosti koncentrátoru napětí (drážky pro pero a tloušťky 
věnce) od paty zubu na velikost tahového napětí na aktivní straně zubu 
 u přímých zubů provést výpočet lomových parametrů pro jednoparametrovou 
i dvouparametrovou lomovou mechaniku a simulovat růst únavové trhliny 
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4 NÁVRH METODICKÉHO PŘÍSTUPU K ŘEŠENÍ 
Studium napjatosti v ozubeném kole je v zásadě možné třemi způsoby: 
 teoreticky – je velmi náročné sestavit analytické vztahy, popisující napjatost 
v patě zubu pro případ blízkého koncentrátoru napětí. Určitou možnost skýtá 
použití normy ČSN 01 4686 avšak výsledky je nutno kriticky zhodnotit. 
 experimentálně – tento způsob je finančně velice zatěžující jak na nákup 
zařízení, na přípravu vzorků tak i na samotnou zkoušku. Výsledky napětí jsou 
získány v několika předem zvolených bodech a tedy představa o napjatosti je 
značně omezena. Pouze při použití fotoelasticimetrie je možné hovořit  
o spojité představě. 
 numericky – s pomocí numerické simulace se dá zjišťovat napjatost ozubení 
v jakémkoli bodě. Jedná se o efektivní moderní metodu, která umožňuje 
velmi náročné simulace při podstatně nižších nákladech než  
u experimentálních metod.  
Tato práce je zaměřena na použití numerických metod pro řešení zvoleného 
problému. Ten bude v úvodu porovnán s teoretickým přístupem. Vlastní 
experimentální přístup k řešení práce vzhledem k nákladům využit nebude, budou 
však použity výsledky dostupné v literatuře.  
Diplomová práce bude vytvořena na základě následujícího postupu: 
1) bude proveden kontrolní výpočet pomocí normy ČSN 01 4686 4. část, ale 
nebudou uvažovány koeficienty, které nelze zahrnout do výpočtového 
modelu – z důvodu názorné interpretace výsledků 
2) bude proveden analytický výpočet kontaktního tlaku podle Hertzovy teorie 
kontaktu dvou válců a analytický výpočet napětí v patě zubu – budou sloužit 
pro porovnání výsledků získaných pomocí MKP a normy ČSN 01 4686 
3) bude vytvořen rovinný (2D) a prostorový (3D) výpočtový model čelního 
sokolí s přímými zuby pro zjištění velikosti maximálního kontaktního tlaku a 
maximálního tahového napětí v patě zubu.  
4) výsledky získané pomocí normy ČSN 01 4686, analytických metod  
a numericky získaných hodnot budou porovnány a bude vysloven závěr  
o vhodnosti použití numerického přístupu. 
5) bude vytvořena metodika kontrolního výpočtu ozubení s pomocí normy  
ČSN 01 4686 a numerické simulace 
6) bude provedena analýza vlivu tloušťky zubu v patním přechodu na napětí 
v patě zubu. 
7) pro vybrané charakteristické typy koncentrátorů v blízkosti paty zubu bude 
provedena analýza velikosti maximálního tahového napětí v patě zubu závislé 
na tloušťce věnce a to hlavně pro tloušťky věnce menší než 3,5×modul 
8) pomocí jednoparametrové a dvouparametrové lineárně-elastické lomové 
mechaniky bude zjištěn směr šíření únavové trhliny u ozubení s tenkým 
věncem a výsledek bude porovnán s experimentálními daty z práce [24]
4 
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5 ANALÝZA A INTERPRETACE ZÍSKANÝCH VÝSLEDKŮ 
5.1 Kontrolní výpočet ozubení dle normy ČSN 01 4686 
Na základě normy ČSN 01 4686 4. část, zabývající se zjednodušeným kontrolním 
výpočtem čelních a kuželových soukolí na ohyb a na dotyk, byl proveden výpočet 
ozubeného kola dle parametrů uvedeným v příloze 1. Pro názornou interpretaci 
výsledků byly provedeny dva výpočty. Výpočet A zahrnuje všechny koeficienty, 
které norma nabízí a výpočet B zanedbává vybrané koeficienty, které není možné 
zahrnout do numerického modelu. Kompletní výpočty byly provedeny v programu 
Mathcad 12 a jsou shrnuty v příloze 2 a 3. V tabulce 1 je seznam koeficientů 
vystupující v kontrolním výpočtu a jejich hodnoty. 
Tabulka 1 Součinitele použité při výpočtech podle normy ČSN 01 4686 
Šedě vyznačené parametry byly ve variantě B zanedbány a nahrazeny hodnotou 1. 
Zanedbáním parametrů ve výpočtu kontaktního tlaku a napětí v patě zubu dojde  
ke snížení velikosti těchto napětí. Hodnoty napětí z varianty B budou porovnávány 
s hodnotami napětí získané pomocí analytických výpočtů a MKP.  
5.2 Analytický výpočet kontaktního tlaku podle Hertzovy teorie 
kontaktu dvou válců 
Pro analytický výpočet kontaktního tlaku je možné nahradit dotyk spoluzabírajících 
zubů čelního soukolí s přímými zuby jako kontakt dvou válců s rovnoběžnými 
osami. Poloměry válců odpovídají oskulačním kružnicím v lokálních bodech 
evolventy. Analytický výpočet lze provést pro celý záběr jednoho zubu. Tento 
výpočet bere do úvahy snížení kontaktního tlaku vlivem záběru více zubů. Tento fakt 












KA součinitel vnějších dynamických sil 1 1 - 
KFα, KHα součinitel podílu zatížení jednotlivých zubů 1,291 1 - 
KFβ, KHβ  součinitel nerovnoměrnosti zatížení zubů po šířce 1,02 1 - 
KFv, KHv součinitel vnitřních dynamických sil 1,222 1 - 
YFS součinitel tvaru zubu 4 4 - 
YN součinitel životnosti 1 1 - 
YX součinitel velikosti 1 1 - 
Yβ součinitel sklonu zubu 1 1 - 
Yδ součinitel vrubové citlivosti (pro výpočet na únavu) 1,4 1 - 
Yε součinitel vlivu záběru profilu 0,677 1 - 
ZE součinitel mechanických vlastností materiálu 190 190 MPa1/2 
ZH součinitel tvaru spoluzabírajících zubů 2,5 2,5 - 
ZL.ZR.ZV součinitel maziva, drsnosti a obvodové rychlosti 0,95 1 - 
Zε součinitel součtové délky dotykových křivek 0,88 1 - 
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se nahrazuje zjednodušením, které předpokládá rozdělení zatěžující síly na dvě stejně 
velké složky a tyto složky působí na sousedící boky zubu. Velikost maximálního 
kontaktního tlaku podle Hertzovy teorie kontaktu dvou válců se vypočte ze vztahu: 
kde 
E je modul pružnosti v tahu 
µ je Poissonův poměr 
Fn je zatěžující styková síla 
bw je aktivní šířka ozubených kol 
R1,2 jsou poloměry oskulačních kružnic evolventy 
 
Na obrázku 5.1 je zobrazen průběh kontaktního tlaku během záběru jednoho zubu. 
Červená čára vyjadřuje teoretický průběh maximálního kontaktního tlaku při 
jednopárovém dotyku. Červená plocha ukazuje reálný průběh maximálního 
kontaktního tlaku při jednopárovém dotyku. Modrá čára symbolizuje teoretický 
průběh maximálního kontaktního tlaku při dvoupárovém dotyku. Černá plocha 
vyjadřuje začátek dvoupárového záběru konkrétního zubu a hnědá plocha vyjadřuje 
konec dvoupárového záběru konkrétního zubu. Dá se tedy konstatovat, že maximální 
kontaktní tlak při záběru ozubených kol nastává na začátku jednopárového styku 
spoluzabírajících kol.  
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Pro porovnání vypočteného kontaktního tlaku s normou ČSN 01 4686 je však třeba 
uvažovat kontaktní tlak ve valivém bodě. Z obrázku 5.1 je patrné, že hodnoty 
maximálního kontaktního tlaku na začátku jednopárového styku a kontaktního tlaku 
ve valivém bodě jsou velmi podobné a je tedy toto zjednodušení zanedbatelné. 
5.3 Analytický výpočet napětí v patě zubu podle Lewise 
Jednou z možností, jak analyticky zjistit velikost napětí v patě zubu je použití 
Lewisova vztahu. Základ výpočtu napětí v patě zubu podle Lewise spočívá 
v nahrazení zubu vetknutým nosníkem, viz. obrázek 5.2. Nominální napětí v patě 
zubu je pak rovno ohybovému napětí v místě vetknutí nosníku. Výška nosníku 
odpovídá vzdálenosti působiště obvodové síly zubu a bodu s maximálním tahovým 
napětím v místě patního přechodu (bod A). Tloušťka nosníku odpovídá tloušťce zubu 
na úrovni bodu A. Šířka nosníku je rovna činné (aktivní) šířce ozubení.  
Vztah pro výpočet nominálního napětí podle Lewise [5]: 
kde 
Ft  je obvodová síla 
h je dálka vetknutého nosníku 
b je šířka vetknutého nosníku 
sf je tloušťka vetknutého nosníku 
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Uvedený vztah se dá přepsat do tvaru: 
kde 
 m je modul ozubení 
 bw je aktivní šířka ozubení 
 Y je Lewisův faktor (viz příloha 4) 
 
Maximální tahové napětí na aktivní straně zubu se tedy vypočítá ze vztahu:  
kde 
 Kt součinitel koncentrace napětí 
kde 
 tz je tloušťka zubu v místě patního přechodu 
 rf je poloměr zaoblení paty zubu 
 hz je výška zubu 
 
Součinitel koncentrace napětí Kt zahrnuje vliv normálné síly, která je v základním 
vztahu pro nominální napětí zanedbána [6]. Dále zahrnuje vliv tepelného zpracování, 
kdy pro kalená ozubená kola platí:  
pro zušlechtěná a normalizačně žíhaná kola 
Proto bude v porovnávacích výpočtech součinitel koncentrace napětí Kt zahrnut  
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5.4 Vytvoření výpočtového modelu čelního soukolí s přímými zuby 
Model geometrie 
Na základě získané geometrie evolventního profilu zubu uvedené v [7] byl 
modelován konkrétní typ soukolí. Byly domodelovány geometrické prvky (drážky 
pro pero, věnec, loukotě, atd.). Všechna řešení kontaktního tlaku byla provedena pro 
polohu záběru ve valivém bodě. Pro řešení napětí v patě zubu a porovnání 
s analytickým přístupem bylo využito osamělé síly jako nahrazení styku ozubených 
kol.  
Materiálový model 
Uvažovaná ozubená kola jsou z oceli a proto byl materiál uvažován homogenní, 
izotropní, lineárně-elastický s modulem pružnosti v tahu E = 210GPa a Poissonovým 
poměrem µ = 0,3. 
Tvorba sítě MKP 
Pro rovinnou úlohu byl použit prvek PLANE82, který má 8 uzlů a kvadratickou 
bázovou funkci. Při použití tohoto prvku jsou získané výsledky přesnější než při 
použití prvků s lineární bázovou funkcí. V oblastech, kde se předpokládá větší 
gradient napětí, byla vytvořena mapovaná síť, která také zvyšuje přesnost řešení.  
U prostorové úlohy bylo použito prvku SOLID95, který má 20 uzlů a kvadratickou 
bázovou funkci. Na všech objemech byla použita MKP síť vytvořená vysunutím 
z 2D modelu. Parametry sítě MKP jsou vypsány v tabulce 4. 
Pokud se řeší úloha s kontaktem, je třeba v okolí kontaktu dostatečně zjemnit síť aby 
se zamezilo problémům s konvergencí a zvýšila se přesnost výpočtu. Přehnaná 
hustota sítě ale vede ke značným výpočtovým časům (u prostorové úlohy i několik 
hodin). Přechody mezi různě hustou sítí jsou provedeny pomocí přechodových 20-
uzlových degenerovaných prvků (pouze u 3D modelu). Ukázka MKP sítě u 3D 
modelu je uvedena na obrázku 5.3. 
Okrajové podmínky – vnější vazby 
Osa otáčení pastorku byla definována zamezením posuvů ve všech směrech 
v uzlovém bodě, který je totožný se středem pastorku. Uzly kola, ležící na hraně 
výřezu z celého kola, byly pevně uchyceny v prostoru zamezením všech posuvů. 
Ukázka okrajových podmínek rovinného modelu je na obrázku 5.4. 
 
 
typ úlohy velikost nejmenšího prvku [mm] počet všech uzlů počet stupňů volnosti 
plane (2D) 0,0019 35 000-45 000 70 000-135 000 
solid (3D) 0,017 290 000 815 000 
Tabulka 2 Parametry MKP sítě 
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Okrajové podmínky – vnitřní vazby 
Na prvky v blízkém okolí valivého bodu bylo třeba definovat vazbu typu kontakt.  
Za tímto účelem byly u rovinné úlohy použity kontaktní prvky CONTA172 (na 
pastorek) a TARGE169 (na kolo). U prostorové úlohy byly na plochy v okolí 
valivého bodu použity prvky typu CONTA174 (pastorek) a TARGE170 (kolo). Dále 
byla u prostorové úlohy s výhodou použita symetrie soukolí, a tedy stačilo modelovat 
pouze jednu polovinu šířky kola a předepsat symetrii na čelní plochu. Pro všechny 
výpočty byla uvažována hodnota součinitele tření f = 0.  
Obr. 5.4 Okrajové podmínky u rovinného modelu při výpočtech kontaktního tlaku 
Obr. 5.3 Ukázka MKP sítě u 3D modelu 
ux = uy = 0 
kontakt  










Výpočet kontaktního tlaku 
Pro vytvoření kroutícího momentu byla použita silová dvojice působící 
antisymetricky vzhledem ke středu otáčení pastorku. Velikost sil odpovídá 
přenášenému výkonu P = 2,2kW při otáčkách n1 = 1500min-1. 
Výpočet napětí v patě zubu 
U této varianty řešení bylo přistoupeno k nahrazení kontaktu spoluzabírajících zubů 
osamělou silou, která odpovídá přenášenému výkonu P = 2,2kW při otáčkách  
n1 = 1500min-1. U všech výpočtů byla síla umístěna na vrcholu zubu, z důvodu 
stejného teoretického předpokladu jako u analytické metody. 
Nastavení řešiče 
Precondition Conjugate Gradient (PCG) řešič byl použit z důvodu výrazně vyšší 
rychlosti řešení než v případě přímého řešiče. Byly uvažovány velké deformace  
a celkové zatížení bylo rozděleno do 50 kroků.  
5.5 Porovnání získaných výsledků 
5.5.1 Výsledky získané na základě normy ČSN 01 4686 
Po dosazení hodnot parametrů uvedených v tabulce 1 do rovnice pro výpočet 
kontaktního tlaku je tlak získaný pomocí normy ČSN 01 4686 roven 
a napětí v patě zubu je rovno 
Rozdílnost výsledků je dána zanedbáním vybraných parametrů a nahrazením jejich 
velikosti hodnotou 1.  
 
5.5.2 Výsledky získané pomocí analytických vztahů 
Na základě Hertzovy teorie kontaktu dvou válců byl vypočten kontaktní tlak  





























ANALÝZA A INTERPRETACE ZÍSKANÝCH VÝSLEDKŮ 
strana 
37 
Pro výpočet napětí v patě zubu podle Lewise je třeba znát hodnotu Lewisova faktoru 
pro zadaný počet zubů. Podle podkladů v příloze 4 je hodnota Lewisova faktoru pro 
z1 = 25zubů  
a hodnota součinitele intenzity napětí v patě zubu 
Dosazením do základní rovnice pro výpočet maximálního tahového napětí podle 
Lewise bylo získáno napětí v patě zubu 
5.5.3 Výsledky získané pomocí MKP 
Rovinný model 
U varianty výpočtu pomocí MKP byla provedena analýza rovinného modelu  
za podmínky jak rovinné napjatosti (označeno MKP_RN) tak i rovinné deformace 
(MKP_RD). Na obrázku 5.5. je ukázka průběhu kontaktního tlaku mezi boky zubu. 
K vyhodnocení napětí v patě zubu bylo použito největší hlavní napětí. Na obrázku 
5.6. je vyobrazena napjatost v zubu pro případ rovinné deformace. 
U obrázků 5.6b) a 5.6c) jsou odstraněny prvky MKP sítě v místě, kde působí 
zatěžující síla F. Důvodem je vzniklá singularita, která je způsobena umístěním síly 
do bodu.  
Ve všech těchto výpočtech nebylo uvažováno tření. Maximální tahové napětí  
je rovno prvnímu hlavnímu napětí. Byly zjištěny následující velikosti kontaktního 
tlaku a maximálního tahového napětí na aktivní straně zubu 
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pro rovinnou napjatost: 
pro rovinnou deformaci: 
Maximální kontaktní tlaky zjištěné pro rovinnou napjatost byly výrazně nižší než pro 
rovinnou deformaci. Vzhledem k tomu, že šířka uvažovaného kola b = 30mm je 
poměrně velká, předepsaná podmínka rovinné deformace lépe vystihuje skutečnost. 
Oproti tomu hodnoty maximálního tahového napětí na aktivní straně zubu získané 
pomocí výpočtového modelu rovinné napjatosti i rovinné deformace jsou stejné. 
3D model 
Na základě prostorového výpočtového modelu čelního soukolí byl proveden výpočet 
kontaktního tlaku mezi zuby ve valivém bodě a byla zjištěna hodnota  
Na obrázku 5.7 je ukázka rozložení napětí v okolí zubu u prostorového modelu.  
Obr. 5.6 Průběh napětí v zubu při rovinné deformaci: a) redukované napětí podle podmínky HMH, 
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5.5.4 Shrnutí výsledků porovnávacích výpočtů 
Výsledky porovnávacích výpočtů kontaktního tlaku popsaných výše jsou zobrazeny 
na obrázku 5.8.  
Z obrázku 5.8 je jasně patrné, že bylo dosaženo velmi dobré shody maximálního 
kontaktního tlaku zjištěného pomocí normy ČSN 01 4686 (varianta B), analytického 
řešení pomocí Hertzovy teorie kontaktu dvou válců a numerického řešení,  
a to pomocí rovinné deformace a 3D výpočtu. Potvrdila se domněnka, že výpočtový 
model s uvažováním rovinné napjatosti je pro toto ozubení nevhodný. Výsledky 
získané pomocí MKP a analytického řešení se liší od výsledků získaných pomocí 
ČSN o méně než 2%, což je možné považovat za velmi dobrou shodu. 
Obr. 5.7 Rozložení redukovaného napětí v okolí zubu 
Obr. 5.8 Porovnání kontaktních tlaků získaných pomocí různých přístupů 
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Výsledky porovnávacích výpočtů maximálního tahového napětí popsaných výše jsou 
zobrazeny na obrázku 5.9. 
I při výpočtech napětí v patě zubu je zřejmé, že bylo dosaženo velmi dobré shody 
analytického řešení a řešení pomocí MKP s výpočtem podle normy ČSN. Na rozdíl 
od předchozího výpočtu kontaktního tlaku je v tomto případě výpočtový model 
s uvažováním rovinné napjatosti téměř shodný s výpočtovým modelem rovinné 
deformace. Výsledky získané pomocí MKP a analytického řešení se liší od výsledků 
získaných pomocí ČSN o méně než 3,5%, což je také velmi dobrý výsledek.  
Na základě provedených výpočtů byla předvedena kompatibilita mezi normou ČSN 
01 4686, analytickým výpočtem kontaktního tlaku pomocí Hertzovy teorie styku 
dvou válců a výpočtem maximálního tahového napětí podle Lewisova vztahu a 
výpočtovým modelováním pomocí MKP. Dále bylo provedeno srovnání mezi 
rovinným výpočtovým modelem a 3D modelem ozubeného soukolí. Zatímco 3D 
model dává jasnou představu o rozložení napětí po celé šířce ozubení, jsou výsledky 
získané pomocí této metody vykoupeny mnohonásobně delším výpočtovým časem 
(řádově desítky minut). Pokud není třeba uvažovat nesymetrii ozubeného soukolí, 
případně studovat specifické ukazatele po šířce ozubení, je vhodnější využít rovinný 
model, se kterým dosáhneme podobných výsledků jako v případě 3D modelu.  
Na základě výše popsaného odůvodnění budou téměř všechny další výpočty 
prováděny na rovinném modelu pastorku. Kontakt ozubených kol bude nahrazen 
osamělou silou, jejíž působiště bude v nejvyšším bodě na boku zubu. Jedinou 





Obr. 5.9 Porovnání maximálních tahových napětí získaných pomocí různých přístupů 
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5.6 Navržení metodiky kontrolního výpočtu ozubení pomocí 
kombinace MKP a ČSN 01 4686 
V předchozí kapitole byla ukázána kompatibilita výpočtu pomocí MKP a normy 
ČSN 01 4686. Tato kompatibilita se dá využít pro vytvoření metodiky kontrolního 
výpočtu, jehož jádrem bude norma ČSN a kontaktní tlaky a napětí v patě zubu budou 
získány pomocí MKP. Jedním z hlavních omezení použití zmíněné normy ČSN 01 
4686 je podmínka minimální tloušťky věnce ozubeného kola 
kde 
 m modul ozubení. 
Platnost normy pro tloušťky tv < 3,5m tak není zaručena a mělo by se provádět 
nákladné testování těchto ozubených kol. Tímto omezením také norma postihuje 
koncentrátory napětí v blízkosti paty trhliny. Pokud je například dno drážky pro pero 
v blízkosti paty zubu, je pravděpodobné, že únavový lom poroste směrem k tomuto 
koncentrátoru. Drážka pro pero také navíc způsobí jiné rozložení napětí v patě zubu  
a zvýší velikost maximálního tahového napětí a tím sníží životnost ozubení. Získat 
hodnotu maximálního napětí v patě takového zubu není podle ČSN 01 4686 možné. 
Nabízí se ovšem možnost získat kontaktní tlak a napětí v patě zubu pomocí MKP  
a tyto hodnoty zvětšit o koeficienty zahrnuté v normě. MKP totiž vliv koncentrátoru 
napětí v blízkosti paty zubu dokáže přesně postihnout.  
Postup výpočtu podle kombinace MKP a ČSN 
Vstupní data pro výpočet tvoří pouze maximální kontaktní tlak a maximální tahové 
napětí v patě zubu, které se získají pomocí MKP. Dále je třeba určit hodnoty 
koeficientů vypsaných v tabulce 3. 
symbol význam parametru 
 
Hodnota pro výpočet 
pomocí kombinace 
MKP a ČSN 
jednotka 
KA součinitel vnějších dynamických sil 1 - 
KFα, KHα součinitel podílu zatížení jednotlivých zubů 1,291 - 
KFβ, KHβ  součinitel nerovnoměrnosti zatížení zubů po šířce 1,02 - 
KFv, KHv součinitel vnitřních dynamických sil 1,222 - 
YN součinitel životnosti 1 - 
YX součinitel velikosti 1 - 
Yδ součinitel vrubové citlivosti (pro výpočet na únavu) 1,4 - 
Yε součinitel vlivu záběru profilu 0,677 - 
ZL.ZR.ZV součinitel maziva, drsnosti a obvodové rychlosti 0,95 - 
Zε součinitel součtové délky dotykových křivek 0,88 - 
,5,3 mtv =
Tabulka 3 Seznam potřebných koeficientů z normy ČSN 01 4686 pro výpočet bezpečnosti 
                  na ohyb a dotyk 
5.6 
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Výpočet na dotyk 
Dosazením do následujícího vztahu je možné získat velikost výpočtového 
kontaktního tlaku 
kde 
 σH_MKP   je maximální kontaktní tlak získaný pomocí MKP. 
 
Na základě výpočtového kontaktního tlaku a zjištěných koeficientů z normy ČSN  
se dá získat bezpečnost na dotyk ze vztahu 
kde 
 σHlim je bázová mez únavy v dotyku. 
 
Výpočet na ohyb 
Podobně jako pro kontaktní tlak je možno získat výpočtové napětí v patě zubu 
kde 
σF_MKP  je maximální tahové napětí v patě zubu na aktivní straně získané 
   pomocí MKP 
 
Bezpečnost na ohyb v patě zubu se pak vypočte podle vztahu: 
kde 
 σFlim je bázová mez únavy v ohybu. 
 
Pomocí výše popsaných vztahů pro bezpečnost na ohyb a dotyk byly zjištěny 
ukazatele pro porovnávací soukolí dle parametrů uvedených v příloze 1. Pomocí 
,
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normy ČSN 01 4686 byly zjištěny pro uvedené parametry ozubení následující 
bezpečnosti: 
bezpečnost na dotyk 
a bezpečnost na ohyb 
Při kombinaci výpočtu bezpečnosti s použitím MKP a ČSN byly zjištěny tyto 
bezpečnosti: 
 
bezpečnost na dotyk 
bezpečnost na ohyb 
Je patrné, že uvedené vztahy pro kombinaci MKP a ČSN jsou správné a výsledné 
bezpečnosti se téměř shodují. Dá se tedy říci, že navržený postup kontrolního 
výpočtu pomocí kombinace MKP a ČSN je správný a použitelný a lze tedy uvažovat 
o použití tohoto postupu také tam, kde selhává norma ČSN 01 4686. 
Je však třeba upozornit na skutečnost, že norma ČSN 01 4686 používá k hodnocení 
bezpečnosti i stav jednorázového přetížení, který zde není popsán. Postup při 
výpočtu je ale stejný jako ve zmíněné normě a proto zde není uveden. Lze tedy 
předpokládat, že výsledky budou ekvivalentní s uvedeným postupem. 
5.7 Vliv tloušťky paty zubu na velikost napětí v patě zubu 
Na základě vytvořeného makra pro tvorbu geometrie ozubení byla provedena 
analýza vlivu tloušťky zubu v místě patního přechodu na napětí v patě zubu pomocí 
MKP. Byly měněny velikosti korekcí a zaoblení paty zubu, které výrazně ovlivňují 
tloušťku zubu.  
5.7.1 Vliv velikosti korekcí na velikost napětí v patě zubu 
Pro tuto analýzu byla použita geometrie pastorku definovaná v příloze 1 a okrajové 
podmínky stejné jako pro výpočet napětí v patě zubu. Jediným parametrem, který se 
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Záporná hodnota korekcí způsobuje zmenšení tloušťky paty zubu a s tím spojené 
zvýšení napětí v patě zubu. Oproti tomu kladná hodnota korekcí má opačný vliv. 
Rozdíl velikostí tahového napětí mezi korekcí ozubení x1 = -0,5m a x2 = 0,3m činí 
cca 16%.  
5.7.2 Vliv velikosti zaoblení paty zubu na velikost napětí v patě zubu 
Další parametr, který výrazně mění tloušťku paty zubu a tím i velikost napětí je 
jednotkové zaoblení paty zubu. Podle normy ISO 53:1979 je stanovena hodnota 
zaoblení paty zubu na 
V současnosti se ovšem poměrně často ozubení vyrábí i s jinou velikostí zaoblení 
paty zubu. Velmi častým jevem jsou plně zaoblené paty zubu, což velmi příznivě 
působí na snížení napětí v patě zubu.  
Na obrázku 5.11 jsou zobrazeny výsledky analýzy, která sledovala velikost tahového 
napětí v patě zubu v závislosti na velikosti zaoblení paty zubu. 
 
Z obrázku 5.11 je zřejmé, že větší zaoblení paty zubu způsobí snížení napětí v patě 
zubu. Rozdíl velikosti tahového napětí mezi zaoblením paty zubu ρf1 = 0,1m  
a ρf2 = 0,55m činí více než 20%. Proto je vhodné věnovat tomuto parametru při 
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5.8 Vliv koncentrátoru napětí v blízkosti paty zubu na velikost 
napětí v patě zubu 
Jednou z podmínek platnosti normy ČSN 01 4686 je tloušťka věnce minimálně 
3,5×modul. Stejně tak žádný jiný koncentrátor napětí by se neměl nacházet v této 
oblasti. Pro posouzení vlivu koncentrátoru napětí nacházejícího se v blízkosti paty 
zubu bylo třeba vytipovat nejčastější tvary těchto koncentrátorů. Nejběžnější spojení 
ozubeného kola s hřídelí je prováděno pomocí pera. U velkých ozubených kol se 
zase využívá věnců z důvodu úspory materiálu. Na základě této úvahy byly 
simulovány dva stavy, které vyvolávají v patě zubu zvýšené napětí a to drážka pro 
pero a malá tloušťka věnce. 
5.8.1 Vliv polohy drážky pro pero na velikost napětí v patě zubu 
Rozhodujícím parametrem při této analýze byla vzdálenost mezi patou zubu a dnem 
drážky pro pero v náboji. Byl použit konečnoprvkový model, zahrnující kontakt mezi 
ozubenými koly. Změnou oproti modelu pro výpočet kontaktního tlaku bylo přidání 
dalších vazeb typu kontakt mezi pero a bok drážky v náboji a mezi hřídel a náboj po 
obvodu. Velikost drážky pro pero se měnila v závislosti na průměru hřídele tak, jak 
to popisuje norma ČSN 02 2562 [30]. Výpočet byl proveden ve dvou variantách 
 osa drážky pro pero je totožná s osou zubu (označeno jako PERO A) 
 osa drážky pro pero je totožná s osou zubové mezery (označeno PERO B) 
Ukázka obou variant výpočtu ozubených kol s perem, s vyznačenou osou drážky pro 
pero a osou ozubeného převodu je na obr. 5.12. 
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Ukázka výpočtového modelu a vazeb je na obrázku 5.13. 
 





Obr. 5.12 Varianty výpočtu ozubených kol s perem 
Obr. 5.13 Ukázka výpočtového modelu při výpočtu ozubeného kola s perem 
KOLO 
PASTOREK 




ux = uy = 0 
PERO A PERO B 
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Na obrázku 5.15 jsou zobrazeny výsledky analýzy vlivu drážky pro pero v blízkosti 
paty zubu.  
Jeví se, že varianta umístění drážky PERO B je pro velmi tenké věnce výrazně horší 
než varianta PERO A. Je však třeba vzít do úvahy, že u varianty PERO B je roh 
drážky v náboji mnohem blíže paty zubu než u varianty PERO A. Samotný roh 
drážky je výrazný koncentrátor napětí a tedy jeho vliv se zde násobí. Při jiném počtu 
zubů ozubeného kola by se mohlo stát, že varianta PERO A bude horší.   
Cílem této analýzy však není hledat přesný průběh napětí pro jednotlivá soukolí, ale 
spíše pozorovat trend vzrůstu napětí. Oba modely se až do tloušťky věnce 8mm 
chovají velmi podobně a napětí v patě zubu mírně klesá. Velikost 8mm odpovídá 
hodnotě 2×modul. 
Obr. 5.14 Rozložení redukovaného napětí u ozubení s perem 
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5.8.2 Vliv tloušťky věnce na velikost napětí v patě zubu 
Pro výpočet napětí v patě zubu v závislosti na tloušťce věnce bylo použito 
podobného výpočtového modelu jako pro porovnávací výpočet napětí v patě zubu. 
Ozubené kolo bylo uvažováno se třemi loukotěmi pootočenými tak, aby nebyly pod 
aktivním zubem. Ukázka výpočtového modelu je na obrázku 5.16. Proměnným 
parametrem byla tloušťka věnce, zub zůstal standardní, definovaný podle přílohy 1.   
Výhodou takového výpočtového modelu je absence nelinearit a tím pádem i velmi 
rychlý výpočet. S pomocí tohoto výpočtového modelu byl získán průběh napětí 
v patě v závislosti na tloušťce věnce. Výsledek analýzy je zobrazen na obrázku 5.17. 
Obr. 5.17 Vliv tloušťky věnce na napětí v patě zubu 
Obr. 5.16 Ukázka výpočtového modelu při výpočtu kola s věncem 
PASTOREK F 
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5.9 Využití LELM u ozubení s tenkým věncem 
Problém u použití tenkých věnců ozubených kol je velká náchylnost ke vzniku 
trhliny, procházejících skrze věnec. Existuje obecné doporučení nepoužívat tloušťky 
věnců menší než 3,5×modul. Byla vytvořena mapa použití tenkých věnců v závislosti 
na směru trhliny [14] a tím jasně definována konfigurace ozubení, při kterých trhlina 
poroste skrze věnec nebo pod zubem. Tato mapa je však vytvořená pro ozubení 
vyrobené na základě normy AGMA. Použití této mapy není tedy jednoznačné pro 
ISO ozubení. Z toho důvodu bylo přistoupeno k analýze směru šíření trhliny  
u zadaného ozubení, u kterého byl uvažován tenký věnec.  
Pro určení velikostí součinitelů intenzity napětí bylo použito výpočtové modelování 
pomocí MKP, konkrétně metoda posunutých uzlových bodů. Pomocí teorie 
maximálního tangenciálního napětí (MTS) byl zjištěn budoucí směr šíření únavové 
trhliny. Pro ověření výpočtového modelu byl sledován vliv velikosti přírůstku trhliny 
na její výslednou trajektorii. Cílem této analýzy bylo studovat vliv tloušťky věnce na 
směr šíření trhliny 
Všechny trhliny ve výpočtovém modelu, vychází z jednoho místa v patě zubu pod 
úhlem 45°. Počáteční hloubka trhliny je vždy uvažována 0,254mm. V okolí kořene 
trhliny je konečnoprvková síť výrazně zahuštěná a nejmenší velikost prvku je  
cca 0,005mm. Ukázka geometrie ozubeného kola, s vyznačeným počátkem trhliny  
a referenční souřadnicový systém pro prezentaci výsledků je na obrázku 5.18. 
 
5.9.1 Vliv velikosti přírůstku trhliny na výslednou trajektorii šíření trhliny 
Cílem této analýzy bylo ověřit vliv velikosti přírůstku trhliny na výslednou trajektorii 
šířící se trhliny a zvolit jeho vhodnou velikost pro další výpočty. Obecné pravidlo – 
čím menší tím lepší – sice platí, avšak výpočtový čas se se zmenšující se velikostí 
přírůstku neúměrně zvyšuje. Proto byly uvažovány velikosti přírůstků Lp1 = 0,1mm, 
Lp2 = 0,254mm a Lp3 = 0,5mm.  
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Pro výpočty s rozdílnou tloušťkou věnce bylo nutno zvolit charakteristické tloušťky, 
pro které bude výpočet proveden. Nejtlustší věnec odpovídá požadavkům normy 
ČSN, tedy 3,5×modul. Z předchozích simulací je možné usuzovat, že tloušťka věnce 
2×modul by mohla být onou mezní tloušťkou, která ještě nezpůsobí výrazné 
deformace věnce a trhlina se stočí pod zub. Nejtenčí věnec, který byl vzat do úvahy, 
měl tloušťku 1×modul. Tato tloušťka již vykazuje výraznou deformaci věnce  
a podstatný růst napětí v patě zubu.  
Na obrázku 5.19 je vykreslen průchod kořene trhliny skrze ozubené kolo s rozdílnou 
tloušťkou věnce i velikostí přírůstku trhliny. U všech výpočtových modelů je patrný 
rozdíl mezi vypočtenými trajektoriemi. Zatímco velikost přírůstků Lp3 vykazuje 
jistou neochotu ke stáčení, velikost přírůstku Lp1 je podstatně flexibilnější a na 
lokální změny napjatosti reaguje podstatně pružněji. Je také možné pozorovat posun 
vypočtených trajektorií. Čím menší přírůstek, tím rychleji se vypočtená trajektorie 
trhliny stáčí. Nicméně výpočtový čas u přírůstku Lp1 byl asi 5krát delší. U přírůstku 
Lp1 a Lp2 se již trajektorie trhliny významně nemění a lze tedy přírůstek  
Lp2 považovat za dostatečně malý. Závěrem tedy může být doporučení použít 
velikost přírůstku Lp2 = 0,254mm, protože je dostatečně přesný a výpočtový čas je 
únosný. 
Vliv multiaxiality napětí vyžaduje pro přesnější odhad směru šíření trhliny menší 
velikost přírůstku trhliny. Vypočtené trajektorie se vizuálně velmi podobají reálným 
trhlinám, které vzniknou za provozu součásti. Tyto predikované trajektorie by bylo 
vhodné porovnat s experimentem a rozhodnout o správnosti výpočtu. Výsledná 
trajektorie trhliny se u věnce s tloušťkou 3,5×modul nijak razantně neliší od výsledné 
trajektorie trhliny s tloušťkou věnce 2×modul. Jediným rozdílem je výraznější 
konvexní tvar únavové trhliny u tenčího věnce. Rapidní změna však nastává  
u tloušťky věnce 1×modul, kde se trhlina velmi rychle stočí do věnce a tím pádem 
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a) tloušťka věnce 1×modul 
b) tloušťka věnce 2×modul 
c) tloušťka věnce 3,5×modul 
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5.9.2 Vliv tloušťky věnce na výslednou trajektorii šíření trhliny 
Stanovení minimální tloušťky věnce, kdy trhlina projde pod zubem 
Na základě předchozí analýzy je možné uvažovat, že existuje jistá minimální 
tloušťka věnce, kdy ještě trhlina projde pod zubem. Zjistit obecně přesnou tloušťku 
takového věnce je nemožné z několika příčin: 
 materiálová – každý materiál obsahuje mikroskopické a makroskopické 
poruchy, které mohou napomáhat stáčení trhliny jinak, než předpokládá 
teorie.  
 geometrická – počáteční trhlina se může vyskytovat prakticky kdekoli na 
ozubeném kole, případně i uvnitř.  
Pro uvažované ozubené kolo je možné zjistit minimální tloušťku věnce za těchto 
zjednodušujících předpokladů: 
1) trhlina vychází vždy z jednoho místa v patě zubu 
2) počáteční délka trhliny je 0,254mm 
3) vstupní úhel trhliny je 45° 
4) síla zatěžující zub působí vždy ve stejném bodě 
5) neuvažuje se žádný projev dynamických sil  
6) trhlina se šíří v ideálním materiálu bez vnitřních defektů 
Všechny výše popsané body je možno zahrnout do výpočtu pomocí MKP, detailní 
studium jejich vlivu na šíření trhliny však přesahuje rámec této práce. Tato 
zjednodušení ale nejsou nikterak zásadní a nemají výrazný vliv na přesnost řešení.  
Na základě zjednodušujících předpokladů uvedených výše byly vytvořeny výpočtové 
modely pastorku, jehož tloušťka věnce byla v rozmezí 1×modul až 2×modul.  
Na obrázku 5.20 jsou výsledky simulací, které byly provedeny s pomocí těchto 
výpočtových modelů. 
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Tato analýza jasně ukazuje, že při použití principů LELM u výpočtu trajektorie 
únavové trhliny bude pro dané soukolí mezní tloušťkou věnce cca 1,4×modul. Při 
této tloušťce se trhlina pravděpodobně ještě stočí pod zub. Mezi tloušťkami 
1,3×modul a 1,4×modul může nastat jak lom pod zubem tak i směrem do věnce. 
Vypočtené trajektorie trhliny u obou tloušťek věnce ohraničují přechodové lomové 
pásmo. Výpočtově lze najít přesnější tloušťku věnce, při které se únavová trhlina 
stáčí směrem pod zub, respektive směrem do středu věnce, ale tento výsledek však 
nelze zobecnit na všechny geometrické varianty kola přicházející do úvahy. 
5.10 Využití DLELM u ozubení s tenkým věncem 
5.10.1 Určení T-napětí 
Ke zpřesnění studia napjatosti v blízkém okolí kořene trhliny je možné využít také 
principy dvouparametrové lineárně elastické lomové mechaniky (DLELM). 
Teoretický popis DLELM již byl rozebrán v kapitole 1.5. Jak již bylo zmíněno, 
k použití DLELM je nutné znát velikost druhého členu Williamsova rozvoje, 
nazývaného T-napětí. V této práci byly použity dvě metody zjišťování T-napětí: 
 přímá metoda 
 metoda posunutých uzlových bodů. 
Velikost T-napětí může mít vliv na budoucí směr šíření a proto je třeba věnovat 
pozornost co nejpřesnějšímu určení jeho hodnoty. Přestože je přímá metoda 
považována za méně přesnou možnost jak stanovit velikost T-napětí, a její 
algoritmus je velmi náročné zakomponovat do systému ANSYS, je tato metoda 
vhodná pro libovolnou geometrii tělesa i trhliny. Použití metody posunutých 
uzlových bodů je však ve výpočtovém systému ANSYS již programově 
zakomponováno (doplní se pouze makro pro jeho analytický výpočet z posuvů)  
a není tedy třeba vytvářet složité programy. 
Přímá metoda (PM) 
Přímá metoda není ve výpočtovém systému ANSYS implementována a proto bylo 
potřeba sestavit algoritmus, vedoucí ke zjištění této hodnoty. Byla použita 
zjednodušená přímá metoda a patřičné hodnoty T-napětí určeny na předdefinovaném 
intervalu před vrcholem trhliny. Princip metody je zobrazen na obrázku 5.21. 
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Ve vzdálenosti 0,5mm a 1mm od čela trhliny v tečném směru k trhlině byly 
vypočteny hodnoty rozdílu yyxx σσ −  a pomocí extrapolace pro r→0 byla zjištěna 
skutečná hodnota T-napětí. Existuje však omezení této metody, pokud se uvažované 
body nacházejí v blízkosti volného povrchu. Napětí na povrchu totiž výrazně ovlivní 
velikost rozdílu yyxx σσ −  a narůstá tím nepřesnost metody. Hodnoty získané touto 
metodou jsou označeny jako ZPM.  
Metoda posunutých uzlových bodů (MPUB) 
Použití této metody je ve výpočtovém systému ANSYS ulehčeno funkcí KSCON, 
pomocí které je možné nadefinovat posunutí uzlových bodů v okolí kořene trhliny. 
Postupem popsaným v kapitole 1.5.2 se dá hodnota T-napětí vypočítat. Hodnoty  
T-napětí získané pomocí metody posunutých uzlových bodů jsou označeny jako 
MPUB. 
Porovnání přístupů ke zjištění T-napětí 
Aby se ověřila platnost zjednodušené přímé metody, bylo přikročeno k porovnání 
těchto dvou metod s přímou metodou. Pro konkrétní konfiguraci ozubení byly během 
růstu trhliny zjištěny hodnoty T-napětí a přepočteny na parametr biaxility B, 
charakterizující constraint. Výsledky jsou vykresleny na obr. 5.22  
Všechny tři postupy se výsledkově zásadně neliší a použití, kterékoliv z nich je 
možné. Kladná hodnota parametru biaxility vyjadřuje nižší rychlost šíření trhliny než 
v případě záporné hodnoty. Ve všech dalších výpočtech bude použita k určení  
T-napětí zjednodušená přímá metoda, protože je univerzální, relativně velmi přesná  
a dá se použít u všech geometrií [25]. 
5.10.2 Stanovení poloměru rc 
V literatuře zatím není přesně popsáno jak stanovit velikost parametru nazývaného 
procesní zóna. Někteří autoři [23] [25] se domnívají, že tento parametr vyjadřuje 
Obr. 5.22 Průběh parametru biaxility v závislosti na hloubce trhliny 
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velikost plastické oblasti a není tedy konstantní podél celé trajektorie trhliny. Jiní 
autoři [21], [28] zase používají hodnotu lomové houževnatosti pro odhad parametru 
rc a tento parametr uvažují jako materiálovou charakteristiku. V této práci byl použit 
nekonstantní parametr rc vypočtený ze vztahu pro výpočet velikosti plastické zóny 
kde  
KI  je součinitel intenzity napětí pro mód I 
Re  je mez kluzu materiálu  
 
5.10.3 Porovnání výsledků přístupů LELM a DLELM 
Na základě výše stanovených hodnot T-napětí a poloměru procesní zóny rc bylo 
přistoupeno k porovnání vypočtených trajektorií získaných pomocí LELM  
a DLELM. Smyslem této simulace bylo zjistit, zda použití DLELM vede k zásadně 
odlišným výsledkům od LELM. Proto byly modelovány tloušťky věnců 1,3×modul  
a 1,4×modul, které tvoří hranice přechodového lomového pásma. Na obrázku 5.23 
jsou vykresleny vypočtené trajektorie únavové trhliny pro LELM a DLELM. 
Použitím dvouparametrové lineárně elastické lomové mechaniky došlo k posunu 
vypočtené trajektorie únavové trhliny, což více odpovídá skutečnosti [24].  
U DLELM tedy stačí větší velikost přírůstku než u LELM a tím se stává výpočet 
s DLELM rychlejší a přesnější. 
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5.11 Srovnání přístupů LELM a DLELM s experimentem 
Každá nová metodika by měla projít také fází experimentálního ověření. Tak se stalo 
také v případě studovaného ozubeného kola s věncem, kde bylo nutné znát lomové 
parametry a trajektorii únavové trhliny. Náklady na přípravu a provedení únavové 
zkoušky jsou velmi vysoké a proto bylo přistoupeno ke srovnání s experimentem 
publikovaným v práci [22]. Zde byl proveden experiment zjišťující tloušťku věnce  
a směr šíření trhliny, který byl porovnán s MKP výpočtem trajektorie únavové 
trhliny pomocí klasické LELM. U ozubení s velmi tlustým i velmi tenkým věncem se 
experiment nijak zásadně nelišil od výpočtu. Avšak u ozubeného kola s tloušťkou 
věnce 1,2×modul byla zjištěná trajektorie únavové trhliny diametrálně odlišná od 
experimentálně zjištěné trajektorie, viz obrázek 5.24. 
Na základě tohoto rozporu bylo přistoupeno k nasazení postupu dvouparametrové 
LELM, který by mohl výpočet zpřesnit. Proto bylo vytvořeno identické ozubené kolo 
s parametry uvedenými v příloze 6 a byl zjišťován rozdíl mezi výsledky získanými 
za pomoci LELM a DLELM. Pokud by přístup DLELM vykazoval odlišný směr 
šíření trhliny, pak by se znovu potvrdila úvaha z kapitoly 5.10.3, že pomocí DLELM 
lze získat přesnější výsledky než pomocí LELM. Výsledek analýzy ozubení pomocí 
LELM a DLELM je na obrázku 5.25. 
Ukazuje se, že trajektorie trhliny odhadnutá na základě DLELM se do jisté hloubky 
trhliny chová téměř shodně jako trajektorie odhadnutá na základě klasické LELM. 
V určité hloubce se ale směr šíření trhliny odchýlí, a zatímco přístup klasické LELM 
predikuje šíření trhliny pod patou zubu, trajektorie trhliny vypočítaná na základě 
DLELM ukazuje na šíření trhliny směrem do středu ozubeného kola. To ukazuje na 
dva odlišné mechanismy porušení kola. V prvním případě by vlivem únavy materiálu 
došlo k odlomení jednoho zubu, ve druhém by byl porušen celý věnec, což by mohlo 
vést k poškození celé převodovky. Jak je vidět z obrázku 5.25 experimentálním 
výsledkům kvalitativně odpovídá výpočet na základě dvouparametrové lomové 
mechaniky. S pomocí DLELM je tedy možné získat podstatně rozdílné výsledky než 
v případě použití klasické LELM. Ve studovaném případě vede nasazení 
dvouparametrové LELM ke zpřesnění odhadu trajektorie šířící se trhliny  
a k vystihnutí mechanismu porušení ozubeného kola. Pro danou geometrii ozubeného 
kola se tedy zpřesnění odhadu šíření únavové trhliny na základě dvouparametrové 
Obr. 5.24 Rozdíl mezi experimentální a predikovanou cestou [22] 
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lomové mechaniky ukázalo jako klíčové pro správné určení mechanismu porušení 












Obr. 5.25 Rozdíl v trajektoriích predikovaných pomocí LELM, DLELM a experimentálními 
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Hlavním cílem práce bylo navrhnout a doplnit metodiku kontrolního výpočtu 
ozubených kol s kombinací MKP a normy ČSN 01 4686. Tento cíl byl splněn  
a podroben důkladnému zkoumání. Ukázalo se, že ČSN 01 4686 je vhodně 
navrženou normou pro dimenzování ozubených kol s tloušťkou věnce větší než 3,5 
násobek modulu. V praxi se ovšem vyskytují ozubená kola jenž svojí geometrií 
nezapadají do rozsahu citované normy. 
V této práci navržená metodika je vhodná zvláště pro geometrie ozubených kol, které 
nepostihuje zmíněná norma, tj. například ozubená kola s tenkým věncem. 
Prezentovaná práce tak rozšiřuje rozsah použití normy ČSN 01 4686 za pomoci 
numerických výpočtů MKP. Pro ozubená kola se standardním profilem zubu  
a vyhovující předpokladům normy ČSN je tuto metodiku možno také použít, avšak 
výsledky se budou shodovat s analytickým výpočtem uvedeným v normě. Výhodnost 
navrženého postupu se projeví zejména v případech, ve kterých jsou překročeny 
meze uvedené normy ČSN, např. pro odlišné geometrie kola či ozubení jenž norma 
nepřipouští.  
Dále byly provedeny simulace záběru ozubeného kola pomocí MKP a srovnány 
s normou ČSN. Na základě definované geometrie byl vytvořen 2D i 3D výpočtový 
model geometrie ozubeného soukolí a byly sledovány napětí v patě zubu a kontaktní 
tlak v místě dotyku zubů. Ve výpočtovém systému ANSYS bylo vytvořeno makro 
sloužící pro rychlou tvorbu geometrie ozubeného kola. Získané výsledky se lišily  
o méně než 2% procenta. Podobných výsledků bylo dosaženo i v práci [10] a [11]. 
Zatěžující síla byla umístěna do nevyššího bodu aktivní plochy zubu. Vypočtené 
maximální tahové napětí v patě zubu je tedy konzervativní výsledek, protože v tomto 
bodě by mohla působit síla jen při součiniteli záběru profilu εα = 1. Takovéto 
ozubené kolo ovšem není v praxi příliš využíváno.  
V práci byl zkoumán vliv blízkosti koncentrátoru napětí na velikost maximálního 
tahového napětí v patě zubu. Zub sám představuje poměrně velký koncentrátor 
napětí, a proto byly do analýzy zahrnuty také parametry profilu zubu ovlivňující 
tloušťku paty zubu. Uvažované parametry jsou velikost korekce ozubeného kola  
a zaoblení paty zubu. Dalšími koncentrátory napětí mohou být tenké věnce anebo 
drážka pro pero. Zatímco vliv velikosti korekcí i jednotkového poloměru paty zubu 
na tahové napětí v patě zubu nebyl nijak zásadní, malé tloušťky věnců i drážka pro 
pero způsobovaly extrémní zvýšení zatížení paty zubu. Proto je výhodné 
z pevnostního hlediska tyto koncentrátory napětí vhodně kombinovat a používat 
korigovaná kola s velkým zaoblením paty zubu. Z výsledků numerických výpočtů 
uvedených na obrázcích 5.8 a 5.10 pak plyne velikost minimální vzdálenosti 
koncentrátoru napětí (drážky pro pero, věnce), která ještě nezpůsobí velké deformace 
ozubení. Tato tloušťka věnce byla stanovena 8mm, nebo-li dvojnásobek modulu.  
Byl studován vliv velikosti přírůstku trhliny na výslednou trajektorii šířící se 
únavové trhliny pomocí kriterií lineární elastické lomové mechaniky. Všechny 
analýzy byly provedeny na základě zjednodušujících předpokladů uvedených 
v kapitole 5.9.2. Bylo konstatováno, že s menší velikostí přírůstku délky trhliny lze 
lépe predikovat výslednou trajektorii únavové trhliny. Pro zadané ozubené kolo bylo 
zjištěno přechodové lomové pásmo, které udává rozpětí tloušťky věnce, kdy se 
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trhlina bude šířit pod zubem, nebo kdy se trhlina začne šířit směrem do věnce. Tuto 
tloušťku věnce nelze jednoduše zobecnit, protože je závislá na počtu zubů, poloměru 
zaoblení paty zubu a velikosti korekcí. Pro ozubená kola normy AGMA již byla 
vytvořena tzv. návrhová mapa [14], která dává jistou představu o směru šíření trhliny 
šířící se z paty zubu. Provedené numerické výpočty ukázaly, že je možné na základě 
kriterií LELM velmi dobře predikovat trajektorii šíření únavové trhliny šířící se 
z paty zubu.    
Bylo studováno využití dvouprametrové lomové mechaniky při výpočtech trajektorie 
únavové trhliny u ozubených kol s tenkým věncem. Jedním ze závěrů práce [28] bylo 
zjištění, že použití dvouparametrové lomové mechaniky v odhadech směru šíření 
trhliny nemá výrazný vliv na predikovanou trajektorii trhliny a pouze ji stabilizuje. 
Tento předpoklad však platí pouze tehdy, pokud je hodnota T-napětí záporná. Pokud 
je T-napětí kladné, potom dochází k destabilizaci šíření trhliny a výsledný odhad 
trajektorie se může podstatně lišit od trajektorie získané pomocí jednoparametrové 
lomové mechaniky. To je také dokázáno v kapitole 5.11 této práce.  
Předkládaná práce je první, která se zabývá možností využití dvouprametrové 
lomové mechaniky pro odhad trajektorie šíření únavové trhliny v ozubení s tenkým 
věncem. Predikovaná trajektorie trhliny získaná pomocí dvouparametrové lomové 
mechaniky se podstatně více blížila experimentálně zjištěnému průběhu, než 
trajektorie predikovaná pomocí jednoparametrové lineárně elastické lomové 
mechaniky. Rozdíl ve výsledcích získaných pomocí jednoparametrové lineárně 
elastické lomové mechaniky a dvouparametrové lineárně elastické lomové 
mechaniky je v tomto případě způsoben velkou multiaxialitou napětí, kterou kriteria  
jednoparametrové LELM nedokáží správně postihnout. V místech strojních součástí, 
kde se vyskytuje velká multiaxialita napětí je vhodnější použít dvouparametrovou 
lineárně-elastickou mechaniku, která díky zahrnutí T-napětí dokáže lépe popsat 
chování trhliny. 
Výsledkem provedených analýz je také závěr, že je možno v konstrukcích 
plnohodnotně použít ozubeného kola, u kterého vzdálenost koncentrátoru od paty 
zubu vyjadřuje hodnota 2×modul, což je hodnota významně menší než doporučuje 
ČSN 01 4686. V žádné z provedených simulací nenastala výrazná změna velikosti 
napětí u ozubení s touto charakteristikou. Ukázalo se, že použití takového ozubeného 
kola je možné a uvedené kolo může plnohodnotně pracovat. Tuto tezi bude nutno 
nejprve experimentálně prověřit. Nicméně by to byla jedna z možných cest jak snížit 
hmotnost ozubených kol, množství použitého materiálu na výrobu ozubeného kola  







Byl vytvořen výpočtový model, popisující deformačně-napěťové stavy u čelního 
soukolí s přímými zuby. Díky konečnoprvkovému modelu bylo možno určit napětí 
v patě zubu a kontaktní tlak, a porovnat je s hodnotami získanými pomocí normy 
ČSN 01 4686. Na základě tohoto porovnání byla navržena metodika kontrolního 
výpočtu ozubených kol pomocí kombinace MKP a ČSN, což byl hlavní cíl této 
práce. V současnosti neexistuje žádná oficiální směrnice, týkající se kontrolního 
výpočtu ozubených kol, které nevyhovují požadavkům normy. Tato metodika může 
posloužit při tvorbě směrnice, která bude zaměřena zejména na kola s tenkými věnci 
jenž překračují interval platnosti konzervativní normy ČSN 01 4686.  
Numerické analýzy ukázaly, že by bylo možno prakticky využít i ozubených kol,  
u kterých je vzdálenost koncentrátoru napětí od paty zubu menší než 3,5×modul.  
Po experimentálním ověření získaného výsledku by to mohla být jedna z cest jak 
snížit hmotnost ozubených kol, náklady na materiál a tím i cenu ozubeného kola. 
Dalším cílem práce bylo zjistit možnosti použití lineární elastické lomové mechaniky 
u ozubených kol s tenkým věncem. Pro odhad směru šíření únavové trhliny šířící se 
z paty zubu bylo využito kriteria maximálních tangenciálních napětí, a jeho 
modifikované varianty zahrnující také T-napětí. 
K určení velikosti T-napětí bylo užito přímé metody a ověřena přesnost výpočtu 
porovnáním s  metodou posunutých uzlových bodů.  
Pro numerické určení trajektorie šířící se únavové trhliny bylo využito přístupů 
jednoparametrové lineárně-elastické lomové mechaniky a dvouparametrové lineárně-
elastické lomové mechaniky. Byla provedena citlivostní analýza na velikost přírůstku 
délky trhliny. Bylo zjištěno, že velikost přírůstku délky trhliny pod 0,254mm nemá 
významný vliv na výslednou trajektorii trhliny, proto byla tato velikost použita pro 
další výpočty. 
Za pomoci obou postupů byla určena kritická tloušťka věnce ozubeného kola, při 
které dojde k šíření trhliny směrem do středu věnce a rozlomení celého kola. 
Velikost této kritické hodnoty se nedá zobecnit na všechny geometrie ozubeného 
kola a pro použití v praxi by bylo vhodné vytvořit mapu geometrických ukazatelů 
(modul, počet zubů, zaoblení paty zubu) s jejíž pomocí by se dalo posoudit jakékoliv 
ozubené kolo vyrobené podle základního profilu ozubení ISO. 
Pro geometrii uvedenou v [22] byl proveden odhad trajektorie šíření únavové trhliny 
v patě zubu za použití postupu klasické LELM a dvouparametrové LELM. Výsledné 
odhady byly srovnány s experimentálními daty. Z výsledků je patrné, že zahrnutí 
vlivu T-napětí na směr šíření trhliny vede ke zpřesnění odhadu trajektorie šíření 
únavové trhliny. Pro studovaný případ se za pomoci DLELM podařilo odhadnout 
také mechanismus porušení ozubeného kola na rozdíl od klasického 
jednoparametrového přístupu, který v daném případě vedl k mylným, 
nekonzervativním závěrům. Rozdíl ve výsledcích predikovaných LELM a DLELM 
lze vysvětlit velkou multiaxilitou napětí ve věnci kola, kterou není jednoparametrová 
LELM schopna dobře postihnout. 
Z uvedených výsledků vyplývá, že zejména v oblastech s velkou multiaxialitou 





zpřesnění odhadu trajektorie šíření únavové trhliny. Navíc je možné volit větší 
přírůstek trhliny a tím zrychlit čas nezbytný pro numerický odhad trajektorie šíření 
únavové trhliny. V případech, kde se multiaxialita neprojevuje je použití DLELM 
neúčelné a stačí použít pouze LELM. 
Získané výsledky mohou přispět k přesnějšímu odhadu zbytkové životnosti strojních 
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zkratka  význam 
AGMA American gear manufacturing association 
ČSN Česká státní norma 
DIN Deutches Institut für Normung 
DLELM  dvouparametrová lineárně-elastická lomová mechanika 
ISO International Organization for Standardization 
LELM jednoparametrová lineárně-elastická lomová mechanika 
MKP  metoda konečných prvků 
MPUB metoda posunutých uzlových bodů 
MTS  teorie maximálních tangenciálních napětí 
PM přímá metoda 
RD rovinná deformace 
RN rovinná napjatost 
SIF součinitel intenzity napětí 
ZPM  zjednodušená přímá metoda 
 
symbol  jednotka  popis 
A  [-] - konstanta Williamsova rozvoje 
E [MPa] - modul pružnosti v tahu  
Fn [N] - normálová síla 
Fr [N] - radiální síla 
Ft [N] - obvodová síla 
K [MPa.m-1/2] - součinitel intenzity napětí 
KA [-] - součinitel vnějších dynamických sil 
KFv [-] - součinitel vnitřních dynamických sil 
KFα  [-] - součinitel podílu zatížení jednotlivých zubů 
KFβ  [-] - součinitel nerovnoměrnosti zatížení zubů po šířce 
KHv [-] - součinitel vnitřních dynamických sil 
KHα [-] - součinitel podílu zatížení jednotlivých zubů 
KHβ  [-] - součinitel nerovnoměrnosti zatížení zubů po šířce 
Kt [-] - součinitel koncentrace napětí 
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L  [mm] - velikost prvku u kořene trhliny 
Lp1 [mm] - velikost přírůstku únavové trhliny 
P [kW] - výkon 
R1,2 [mm] - poloměr oskulační kružnice evolventy 
Re  [MPa] - mez kluzu materiálu 
SF [-] - bezpečnost na ohyb 
SH [-] - bezpečnost na dotyk 
T1,2 [Nm] - kroutící momenty 
T [MPa] - T-napětí 
Y [-] - Lewisův faktor 
YFS [-] - součinitel tvaru zubu a koncentrace napětí 
Yβ [-] - součinitel sklonu zubu 
Yε [-] - součinitel vlivu záběru profilu 
ZE [MPa1/2] - součinitel materiálů 
ZH
 
[-] - součinitel tvaru zubů 
Zβ  [-] - součinitel vlivu sklonu zubu 
Zε [-] - součinitel součtové délky dotykových křivek boků zubů 
    
b [mm] - šířka vetknutého nosníku 
bw
 
[mm] - pracovní (aktivní) šířka ozubení 
d [mm] - průměr 
e [mm] - tloušťka zubové mezery 
fij [-] - známé funkce úhlu θ 
h [mm] - dálka vetknutého nosníku 
ha [mm] - výška hlavy zubu 
hf [mm] - výška paty zubu 
hz [mm] - výška zubu 
m [mm] - modul ozubení 
n [-] - konstanta 
n1 [min-1] - otáčky pastorku 
p [mm] - rozteč 




SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK, SYMBOLŮ A VELIČIN 
r [mm] - polární souřadnice s počátkem ve vrcholu trhliny 
rc [mm] - poloměr ovlivněné oblasti 
rf [mm] - poloměr zaoblení paty zubu 
s  [mm] - tloušťka zubu 
sf [mm] - tloušťka vetknutého nosníku 
tv [mm] - tloušťka věnce 
tz [mm] - tloušťka zubu v místě patního přechodu 
u [-] - převodové číslo 
ub,c [mm] - posuv uzlu 
x [-] - jednotková korekce 
z  [-] - počet zubů 
    
α [deg] - úhel záběru 
δ [-] - Kroneckerovo delta 
εα [-] - součinitelem záběru  
µ  [-] - Poissonův poměr 
pi [-] - Pi 
θ  [deg] - polární souřadnice s počátkem ve vrcholu trhliny 
ρf [mm] - poloměr zaoblení paty zubu 
σF [MPa] - ohybové napětí v patě zubu 
σFlim [MPa] - bázová mez únavy v ohybu 
σH [MPa] - Hertzův tlak 
σHlim [MPa] - bázová mez únavy v dotyku 
σij  [MPa] - velikost napětí v okolí čela trhliny 
σxx  [MPa] - složka tenzoru napětí v okolí kořene trhliny 
σyy  [MPa] - složka tenzoru napětí v okolí kořene trhliny 
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pro počet zubů pastorku z1 = 25 je odpovídající Lewisův součinitel tvaru roven 
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